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摘  要：针对现有工程基础无损检测中反射波分析的不足，对 Morlet 和 Marr 小波及其小波变换进行了深入分析，指出它们

在反射波分析上具有优势互补性。结合两个小波的优势，提出了 Morlet 小波域能量密度谱辨识动力学特征和 Marr 小波域模

谱提取奇异特征的反射波分析方法，并构建了基于小波域香农熵的 Morlet 最优基小波确定技术。由反射波的动力学特征可

以识别损伤模式，由反射波的奇异特征可以实施损伤定位，两者相结合构成了一条有机的基于反射波特征小波分析的工程基

础精细无损检测技术路线。模型实验分析中概括归纳了工程基础的基本损伤模式，并验证了技术路线的可行、有效性。 
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wavelet-based reflection wave analysis 
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Abstract: Aiming at improving the analysis precision of reflection waves in nondestructive detection for civil engineering 
foundations, the characters of Morlet and Marr wavelets and the properties of their transforms are thoroughly investigated and the 
complementary advantages of these two wavelets in reflection wave analysis are discussed in detail. By combining the advantages of 
these two wavelets, a novel method for reflection wave analysis is proposed, which utilizes power density spectrum of Morlet wavelet 
to extract the dynamic characteristics of reflection waves and employs modulus spectrum of Marr wavelet to capture the singular 
features of reflection waves, in addition involves the key technique of using Shannon entropy of wavelet transform to determine the 
optimal mother wavelet of Morlet wavelet. Damage patterns may be identified in terms of the dynamic characteristics of reflection 
waves and damage positions may be located in terms of the singular features of reflection waves. Thus a promising technology is 
constituted for nondestructive detection of civil engineering foundations. The basic damage patterns of civil engineering foundations 
are demonstrated in the physical model experiment, and the feasibility and effectiveness of the technology are validated by both 
numerical and physical experiments. 
key words: reflection wave; wavelet analysis; Shannon entropy of wavelet transform; engineering foundation; nondestructive 
detection 
 

1  引 言 

在工程基础无损检测中，“由定性向定量，由粗

略向精细”的转变已成为新时期的迫切要求。依据

反射波特征分析进行工程基础的损伤识别与定位属

于介质反问题[1]。一般是在单一时域或频域对反射

波异常特征进行辨识而实现的，但该做法不能将时

域或频域信息有机地结合起来，面对强非平稳性的

反射波表现出明显的缺陷。进而提出了基于 Hilbert 
变换的复信号分析、短时傅立叶变换、二次时频表

示等多参数方法。这些方法虽然具有一些优点，但

也分别存在诸如只适应窄频带且对噪声敏感、强烈

依赖分析窗且分析窗平移不变、干扰项使有效信息

模糊化等不足[2]。近期出现的小波理论为高精度的
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反射波特征分析提供了契机。自 1984 年 A. 
Grossmann 和 J. Morlet 提出小波理论后， I. 
Daubechies，S. Mallat 和 Meyer 等人的研究成果使

小波理论得到了进一步发展[3～5]。在土木工程领域，

小波理论已应用于包括工程基础无损检测在内的多

个方面[6～9]。小波理论在工程基础无损检测中的基

本应用，一般是在信号分析范畴内，基于离散小波

变换对反射波分频而提取奇异特征[7]。突出表现为

材料相对均一、且具有一个或几个孤立缺陷的桩基

完整性检测[10]。但对于大体积的地下工程基础，材

料均匀性差，且缺陷表现为介质层状分布或不连续

的组合体，这时只依靠反射波分频提取奇异特征来

实施损伤检测是不可行的。针对上述问题，本文对

Morlet 和 Marr 小波及其变换特性进行深入分析，超

越信号分析范畴，提出二者优势结合的反射波特征

小波分析工程基础无损检测新思路，并在数值和物

理模型实验分析中验证了其可行、有效性。 

2  Morlet 与 Marr 小波特性分析 

在小波的工程应用中，如何提高小波与工程应

用目的的匹配性是小波成功应用的关键[6]。这里根

据工程基础精细无损检测的应用目的，对 Morlet 与
Marr 小波及其小波变换的特性进行深入分析。 
2.1 解析小波：Morlet 

Morlet 小波的基小波定义为 
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式中  0 为中心频率。该小波的基本形状见图 1。 
在有关 Morlet 小波应用的文献中，一般会根据

应用目的，对其特性进行不同程度的介绍，但缺乏

关于该小波特性的系统论述。这里根据实验分析并

参考大量文献，针对工程基础无损检测要求，将

Morlet 小波特性概括归纳为：(1) 由 Gaussian 函数

频率调制而成，Gaussian 函数的傅立叶变换(FT)仍
然是 Gaussian 函数，使用 FT 的调制性质，很多分

析和计算可在频域进行；(2) 具有最优时频分析能

力，时频分析精度达到 Heisenberg 测不准定理条件

下的最优值； (3) 具有较强的频域正则性(见图

1(b))，其频域分析能力优于时域分析能力；(4) 具
有复分析能力，可以对应力波进行动力学特性分析； 
(5) 严格来说，不满足小波允许条件，即其 FT 存在

直流(DC)成分，但当 4285.50  ，DC= 610 ，也就

是说当 0 ≥5 时，DC几乎为零，近似认为该小波 

 

 
图 1  Morlet 小波( 0 =5.428 5) 

Fig.1  Morlet wavelet (( 0 =5.428 5)) 
 

满足小波允许条件；(6) 其实部构成实小波，由小

波变换的线性性，Morlet 小波变换中可分离出实小

波变换成分；(7) 该小波家族是由 Morlet 的微分函

数构成的小波函数族，由 Morlet 一阶以上微分构成

的小波精确满足小波允许条件。 
2.2  实小波：Marr 

Marr 小波的基小波定义为 
2/2 2

e)1()( ttt            (3) 

其子小波频域形式           
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该小波的基本形状见图 2。 
根据实验分析并参考大量文献，针对工程基础

无损检测要求，将Marr小波特性概括归纳为：(1) 由
Gaussian 函数的二阶导数构成，精确满足小波允许

条件；(2) 时域正则性强，时域分析能力优于频域

分析能力；(3) 是连续可导低通平滑函数的导数，

在应力波奇异性检测方面具有专长；(4) 具有二阶

消失矩和对称性，适合于检测应力波的脉冲状突变。 
2.3  小波变换：FFT-CWT 
2.3.1  算法描述 

基于快速傅立叶变换(FFT)产生的连续小波变

换（CWT）记为FFT-CWT，其实质上是在频域内实

施信号与小波的卷积运算，基本公式如下： 
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图 2  Marr 小波 
Fig.2  Marr wavelet 
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式中  )(),(  aX 分别为信号和子小波的FFT变
换；* 表示复共轭。 

FFT-CWT的计算量仅是时域CWT的 M1 (M为

信号采样点数)，且容易实现尺度密植。在计算CWT
的常规程序中，尺度参数均按二进离散，即 ja 2 ，

Nj ,,2,1  ，而FFT-CWT中，可在 Njjj ,2,1]1,[  ， 
之间均匀内插K个点，即 
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区间 ]2,2[ 1jj 内尺度得到密植，分析精度提高。

这一功能适应了工程基础精细无损检测的工程要

求。FFT-CWT算法示意于图3。 
2.3.2  小波域谱 

采用Morlet小波作为基小波对反射波进行分

析，式(5)产生的
2),( baW 称为反射波的Morlet小波

域能量密度谱：Scalogram。由Scalogram可以提取

反射波的瞬态频率、瞬态振幅和瞬态相位等动力学

特征。 
采用Marr小波作为基小波对反射波进行分析，

式(5)产生的 ),( baW 称为反射波的Marr小波域模

谱。由 ),( baW 可以提取反射波的奇异特征。

),( baW 中 相 关 的 WTMM （ Wavelet transform 

modulus maximum）跨尺度连接构成WTMML
（Wavelet transform modulus maximum line），文献[5]
证明，沿WTMML从大尺度向细尺度追踪可以实现

突变点时域定位。所有WTMML构成基干图

Skeleton，Skeleton反映了 ),( baW 的奇异分布，承

载了 ),( baW 的主要信息。 

 

在给定尺度对小波采

 

图 3  FFT－CWT 算法示意图 
Fig.3  Schematic diagram of FFT-CWT 

2.4  Morlet 和 Marr 小波的优势互补 
Morlet 小波和 Marr 小波都起源于 Gaussian 函

数，对 Gaussian 函数的一些优良特性进行了继承和

延伸。但深入分析发现，在 Heisenberg 定理支配下，

二者具有不同的优缺点：Morlet 小波具有良好的时

频分析能力，尤其是其频域正则性强，频域分析能

力优于 Marr 小波，并且复分析能力使其能够提取瞬

态频率、瞬态振幅和瞬态相位等动力学特征，但其

时域正则性相对差一些，时域分析能力不够突出。

Marr 小波具有良好的时域正则性，且是低通平滑函

数的导数，时域分析能力突出，优于 Morlet 小波，

但频域分析能力弱一些，也无复分析功能。可见，

Morlet 小波与 Marr 小波是优势互补的，单独将

Morlet 或 Marr 小波用于反射波分析均存在一定局

限性，但将 Morlet 小波良好的时频分析能力与 Marr
良好的时域分析能力结合起来，可以实现反射波的

精细分析，适应了工程基础的精细无损检测要求。 

3  反射波特征分析及关键技术 

3.1  基于 Scalogram 和 ),( baW 的反射波分析 
3.1.1  Scalogram 分析动力学特征  

Morlet 小波域 Scalogram 是反射波特征识别的

重要依据。Scalogram 是工程基础介质的动力学信

息库：Morlet 小波捕获了反射波丰富的动力学信息，

反映在 Scalogram 图上，为工程基础介质识别提供
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了依据：瞬态振幅内容反映出给定时刻反射信号能

量的大小，其变化表现了信号随传播距离的衰减程

度，研究信号衰减的影响因素，可利用瞬态振幅推

得地下介质的性质；瞬态频率内容变化是介质差异

的反映，在介质突变处，频率发生显著变化，在反

射层处瞬态频率的大小在数值上与反射波的主频对

应得很好，可以利用瞬态频率的大小和稳定情况，

来判断地下介质的稳定和岩性变化。 
3.1.2  ),( baW 分析奇异特征 

Marr 小波域 ),( baW 是对工程基础介质缺陷进

行空间定位的有利工具，它反映了反射波能量随时

间的细致变化，凸现了突变事件的时域特征，其局

部极大值点对应于反射波的突变点。对 ),( baW 作

进一步深入分析，提取 WTMML 组成的基干图

Skeleton，Skeleton 勾勒了 ),( baW 能量局部极大的

精确平面分布。从 Skeleton 中选取有效 WTMML，
从大尺度向细尺度追踪能够进行突变点的精确时域

定位。 
由以上分析可见，利用Morlet小波域Scalogram

对反射波进行动力学特征分析，进而由 Marr 小波域

),( baW 对反射波进行奇异特征分析，两者相结合

构成了一条有机的基于反射波特征分析的工程基础

无损检测技术路线。 
3.2  程序实施中的关键技术 
3.2.1 Morlet 最优基小波 

在小波工程应用中，除了小波类型外，基小波

的合理选取也是十分重要的。对于 Morlet 小波，由

0 的不同取值可以产生一个基小波空间，只有选取

最优基小波才能使Morlet小波达到最优时频分析能

力。文献[11]由小波域香农熵确定最优时域分辨率

基小波，这里扩展为构建最优时频分辨率基小波。 
香农熵（Shannon Entropy,简称 SE）是一个良

好的信息量测度指标，有效地用于度量信息能量的

集中和散布程度。对于一维离散信号集合 
E1={ei}1≤i≤N，SE按下式计算： 


i
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式中 ;1
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i i
iii PeE 1;22

。 

式(6)计算结果为0≤ )( 1ESE ≤ ,lgN 标度了信

号能量由集中向散布过渡。将FFT-CWT产生的

),( baW 的 标 准 归 一 化 形 式

)1)(,0)()(,(  WWW NNEbaN  视为二维信号集合

)},({2 jiW baNE  1≤i≤m, 2≤j≤n，记 ),(, jiWji baNA  。 
建立时频信息测度SE： 
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)( 2ESE 度量了能量在时频平面上的集中程度。

取l=2，调节中心频率参数 0 ，有 )( 02 fE  ，从

而 )()( 02 FESE  。当SE达到最小值时，E2在时频

相平面上的能量集中程度最高，这时Scalogram达到

最优时频分辨率，由此确定最优 0 值，得到最优

Morlet基小波。 
3.2.2  分析尺度  

选取 CWT 的有效分析尺度区间是必要的。基

小波、尺度、采样率和分析频率存在如下关系[12] ：  

af
ff

f x
s0                  (8) 

式中  xf 为分析频率；a为尺度参数； sf 为信号采

样率； f 为小波采样率； 0f 为基小波中心频率。通

过频谱分析，确定分析频率的上下界，在选定 sf ，

f ， 0f 这 3 个参数后，由式（8）可以确定 a的取

值区间。 

另外，信号边界条件预处理也是 FFT-CWT 的

一个必要环节(许多软件包由于标准化内置函数的

使用，使合理的边界处理得不到保证)，本文采用两

端对称拓延、零衬垫两种可选方法来对信号边界条

件进行预处理。 

4  实验分析 

4.1  数值模型实验 
人工合成一道含有 A，B，C，D 共 4 个子模式

的工程基础检测复合反射波记录。子模型式 A 是由

Ricker 子波和单个反射系数褶积生成的反射子波，

代表两种不同岩性的交界面；子模型 B 为线性升频

的高频波，代表层厚逐渐变薄的多个互层岩性；子

模式 C，D 采用式(9)瞬态信号模型模拟： 

)())(sin())(exp()(   tuttaAts  (9) 

式中   ,,,,aA 分别为振幅、衰减系数、发生时

刻、频率和初相位； )(tu 为单位阶跃函数。子模式

C，D 由两组参数 },{},,,,{ dciiiiii aA  所决定，其中

Ac略小于 Ad， c 略大于 d ，分别代表层厚为常数

cdc ,, LLL 且 略小于 dL 的多个互层岩性，且 D 中多

个互层的密度变化程度大于 C。 
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A，B，C，D 子模式的发生时刻分别位于采样

点 40，75，150，310，4 个子模式表示的岩性介质

的非均匀性，可认为是介质损伤状态。在反射波记

录上叠加正态分布的白噪声，加噪后信号的信噪比

为 6:1，最后合成的应力波记录波形见图 4(a)。从图

中只能大略分辨出 4 个子模式，但难以对诸如 B 的

线性升频、Ac略小于 Ad， c 略大于 d 等细节内容

进行反映，因此，据其难以辨识岩性细致特征。 
4.1.1 由 Morlet 小波域 Scalogram 识别损伤模式 

由 小 波域 香农 熵确 定 的最 优基 小波 为

Morlet )18.6( 0  。对合成反射波进行 FFT-CWT 分

析，产生的 Scalogram 见图 4(b)。图中每个子模式

占据 Scalogram 的某一子空间，并表现出不同的特

征，得到了明晰分离。从瞬态频率分析，A 为竖线

段形状，表示瞬时升频，说明岩性的突变；B 为随

时间演化而向细尺度倾斜的线段形状，表示线性升

频，说明岩性为层厚逐渐减小的多个互层；C，D
均为水平线段形状，且 C 相应尺度略低于 D，表示

dc , 为单一频率，且 dc   ，说明岩性由层厚相

等的多个互层构成，且 C 的层厚小于 D。从瞬态振

幅分析，C，D 的等值线变化梯度由急变缓，反映

了振幅的衰减速度。对比可见，D 比 C 具有更高的

等值线量值，表示 cd AA  ，说明 D 中多个互层密

度的相对变化更大。因此，二维 Scalogram 比一维

时域波形更深入、细致地反映了合成反射波的动力

学特征。 
4.1.2 由 Marr 小波域模谱对损伤定位 

采用 Marr 小波作为基小波对合成应力波进行

FFT-CWT 分析，得到的 ),( baW 见图 4(c)。图中每

个子模式的时间演化细节被揭露出来。在细尺度部

分，跨尺度贯通的竖“1”字构造清晰地标明了突变

事件的时域特征。子模式中首个竖“1”字构造标志

了子模式的发生，在时间轴上能够指示突变事件的

发生时刻，亦即实现介质损伤初步定位。由模谱求

取的基干图见图 4(d),根据反射子波 WTMML 的跨

尺度延伸性，并参照动力学特征分析和突变事件初

步定位，4 个子模式发生事件对应于 A，B，C，D 4
条 WTMML。沿每条 WTMML 由大尺度向细尺度

追踪，在最细尺度上拾取的时间坐标为:43，72，153，
314，与实际值 45，71，155，312 差别很小。可见

由 Marr 小波域模谱及基干图可以进行损伤的精细

定位。 

 
图 4  模拟反射波的 Morlet、Marr 小波分析 

Fig.4  Analysis of simulated reflection wave by Morlet wavelet and Marr wavelet 

4.2  物理模型实验 
自 1998 年长江流域特大洪水后，地下连续墙被

大量兴建，用于地基、堤坝的防渗和加固。据不完

全统计，目前已建工程规模近万公里，但由于施工

质量难以控制，空洞、疏松、离淅、夹泥等现象常

有发生，其无损检测成为一个亟需解决的问题，并

成为土木工程界的一个研究热点和难点。 
本文开展基于反射波特征小波分析的地下连续

墙无损检测物理模型实验研究。由变层厚、变密度

的多个互层构成两个墙体模型见图 5(a)、图 6(a)，
记为模型 A，B。采用高分辨率探测，从墙顶实测

的反射波见图 5(b)、图 6(b)，反射波具有较强的非

平稳性且含有较多噪声，从单一时域或频域难以对

墙体岩性进行细致解释。下面基于反射波特征小波

分析对地下连续墙模型进行无损检测。 
对于模型 A：（1）由 Morlet 小波 Scalogram 识
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别损伤模式。由小波域香农熵确定的最优基小波为

Morlet( 0 =5.12)，对图 5(b)反射波进行 FFT-CWT
分析，产生的 Scalogram 见图 5(c)。图中清晰可辨 3
个损伤模式 A，B，C，其中 A 表现为瞬时升频，

说明岩性突变；B 表现为近似线性降频，说明岩性

为层厚逐渐增大的多个互层；C 表现为近似线性升

频，说明岩性为层厚逐渐减小的多个互层。A 的能

量等值线量值大于 B，C，说明 A 的岩性变化程度

更大。（2）由 Marr 小波 ),( baW 实施损伤定位。采

用 Marr 小波对反射波进行 FFT-CWT 分析，产生的

),( baW 见图 5(d)。图中清晰可辨由密到疏、再由

疏到密有序排列的竖“1”字构造，标明了互层岩性

的空间分布，由 ),( baW 提取基干图，沿每条

WTMML 从大尺度向细尺度追踪，可以实现岩性突

变的细致定位。上述分析结果与模型 A 是吻合的。 
对于模型 B：（1）由 Morlet 小波 Scalogram 识

别损伤模式。由小波域香农熵确定的最优基小波为

Morlet（ 0 =5.07），对图 6(b)反射波进行 FFT-CWT
分析，产生的 Scalogram 见图 6(c)。图中清晰可辨 4
个损伤模式 A，B，C，D，其中 A 表现为瞬时升频，

说明岩性突变；B 表现为渐近升频，说明岩性为层

厚逐渐减小的多个互层；C 表现为渐近降频，说明

岩性为层厚逐渐增大的多个互层；D 表现为恒频，

说明岩性为多个等价互层。A 的能量等值线量值大

于 B，C，D，说明 A 的岩性变化程度更大。（2）
由 Marr 小波 b)(a,W 实施损伤定位。采用 Marr 小

波对反射波进行 FFT-CWT 分析，产生的 ),( baW 见

图 6(d)。图中清晰可辨由疏到密，再由密到疏，进

而疏密均匀的有序排列的竖“1”字构造，标明了互

层岩性的空间分布，由 ),( baW 提取基干图，沿每

条 WTMML 从大尺度向细尺度追踪，可以实现岩性

突变的细致定位。上述分析结果与模型B是吻合的。 
从模型 A、B 的反射波特征小波分析无损检测

中，可以归纳提取出不同时频特征表示的基本损伤

模式：（1）瞬时升频表示岩性突变；（2）渐近升频

表示层厚减小的多个互层；（3）渐近降频表示层厚

增加的多个互层；（4）恒频表示多个等价互层。另

外，时频分布杂乱无序表示岩性随机分布。这些基

本损伤模型为采用反射波特征小波分析对实际工程

基础进行无损检测提供了依据。 
因此，基于 Morlet 与 Marr 小波优势结合进行

反射波特征分析，动力学特征和奇异特征的综合运

用使其具有优于传统方法的明显特色，构成一条工

程基础精细无损检测的有效技术路线。

 
图 5  墙体模型 A 反射波特征小波分析无损检测 

Fig.5  Nondestructive detection for wall model A by wavelet-based reflection wave analysis 

B 
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图 6  墙体模型 B 反射波特征小波分析无损检测 

Fig.6 Nondestructive detection for wall model B by wavelet-based reflection wave analysis 
 

5  结 语 

本文分析了 Morlet 与 Marr 小波在工程基础无

损检测应用方面的功能互补性。将两个小波的优势

有机结合，提出了基于反射波特征小波分析的工程

基础精细无损检测技术路线。小波理论在工程应用

中发挥的动力学和信号分析作用，从一个新角度拓展

了目前小波理论在工程基础无损检测中的应用范围。 
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